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Geometria . Examen V

Ejercicio 1. [4 puntos] Sean V' y V' espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
K. Razonar si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

1. Si f:V — V' es una aplicacién lineal y {wy,...,wr} C V es un conjunto
linealmente independiente, entonces las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

a) {f(wi),..., f(wg)} C V' es linealmente independiente.
b) L{wy,...,w}) N Ker(f)=1{0}

Demostracion. Procedemos mediante doble implicacion:

a) = b) Partimos de que {ws,...,wx} C V es linealmente independiente.
Como ademés {f(w1),..., f(wg)} C V' es linealmente independiente, te-
nemos que un conjunto linealmente independiente se aplica en otro lineal-
mente independiente, de lo que deducimos que f es un monomorfismo.
Por tanto:

f monomorfismo = Ker(f) = {0} = L({wy,...,wp})NKer(f) ={0}

quedando demostrada la primera implicaciéon.

b) = a) Partimos de que L({wy,...,wi}) N Ker(f) = {0} y buscamos de-
mostrar que { f(wy), ..., f(wg)} C V' es linealmente independiente. Equi-
valentemente, demostraremos que f es un monomorfismo.

Sea v € L({ws,...,wx}) TV, v #0.Sifuese f(v) = 0, llegamos a la
siguiente contradiccion:

fr)=0=veKer(f) =ve{0}=0v=0

pero es una contradiccion, ya que v # 0. Por tanto, tenemos que f(v) # 0.

Como v € L({wy,...,wg}), es combinacién lineal de los vectores del
sistema generador. Por tanto,

V=awy + -+ agpwy a; € K

Aplicando f, sabiendo que esta es una aplicacion lineal, y que f(v) # 0;
tenemos que:

f) = flawy + -+ apwy) = ar f(wr) + -+ apf(wy) #0

Por tanto, f(v) = 0 <= v = 0. Por tanto, Ker(f) = 0y por tanto f es un
monomorfismo. Por tanto, queda demostrado que {f(wy),..., f(wg)} C
V" es linealmente independiente.

O

2. Si V y V' son finitamente generados y f : V' — V' es una aplicacion lineal,
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) fy f!son ambas inyectivas.
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b) [ es biyectiva.

Demostracion. Tenemos que:
fro vy — v
Ademas, adoptamos las siguientes notaciones:
dimg(V) =n dimg(V') =n'

Sean también B, B’ bases de V, V"’ respectivamente y B*, (B’)* sus respectivas
bases duales.

Procedemos mediante doble implicacion:
a) = b) Partimos de que f, f* son inyectivas.
f inyectiva = rg(M(f,B' < B)) =n
f* inyectiva = rg(M(f*, B* «+ (B)*)) = dimg(V')* = n’
Por tanto, como (M(f,B + B))! = M(f',B* + (B')*) = n =n’. Por
tanto,
rg(M(f,B" <+ B)) = dimg(Im(f)) =n =n" = dimg (V")

Por tanto, tenemos que Im(f) = V' y, por tanto, f es sobreyectiva. Como
hemos supuesto que es inyectiva, tenemos que es biyectiva.

b) = a) Partimos de que f es biyectiva, por lo que tenemos de forma directa
que f es inyectiva.
Como f es sobreyectiva, tenemos que:

dimg (V') = dimg (Im(f)) = dimg (Im(f"))
Aplicando las propiedades del espacio dual, tenemos que:
dimg (V')* = dimg (Im(f")) = dimg(Ker(f)) = 0 = Ker(f*) = {0}

por tanto, tenemos que f! es inyectiva.

]
3. Si U C V es un subespacio vectorial y {w; + U,...,wx + U} es un conjun-
to linealmente independiente en V/U, entonces {wy, ..., wy} es linealmente

independiente en V.

Demostracion. Sea 0 = aqwy + -+ apw, €V a; € K.

Veamos que a; = --- = a, = 0.

0:a1w1+---+akwk:>
= 0+U = (qqw; + -+ apwg) + U =a1(w; + U) + -+« + ap(wg, + U)

Como tenemos que {wy + U, ..., w, + U} es un conjunto linealmente indepen-
diente en V/U, tenemos que a; = --- = a; = 0. Por tanto, queda demostrado
que {wy, ..., w} es linealmente independiente en V. O]

3
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Ejercicio 2. [2 puntos| Sean V' y V' espacios vectoriales finitamente generados
sobre un mismo cuerpo K. Demostrar que la aplicacion transposicion

Y Homg(V, V') — Homg((V'")*,V*)
f—f
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Suponemos que es una forma lineal (habria que demostrarlo).
Veamos en primer lugar que es un monomorfismo.

Ker(") = {f € Homg(V,V") | f' = co}
para todo f € Ker("), se tiene que f* = 0. Por tanto,
Vo' € (VY fi()=¢ of =co= f=cy= Ker(") =0 =" inyectiva
Veamos ahora que es un epiformismo, es decir, Im(*) = Homg((V')*,V*).

0
dimg (Homg (V, V")) :M+ dimg (Im(*)) = dimg(Im(*))

dimg (Homgk(V, V")) = dimg(V)-dimg (V') = dimg (V*)-dimg ((V")*) = dimg (Homg((V')*, V"))
Por tanto, tenemos que:
dimg (Homg (V, V")) = dimg(Homg ((V')*, V*)) = dimg (Im(*))

Como ademds tenemos que Im(*) C Homg((V')*,V*), tenemos que Im(*) =
Homg((V')*,V*). Por tanto, ! es un epiformismo.
Por tanto, ¢ es un isomorfismo. ]

Ejercicio 3. [4 puntos| Dado k € R, se consideran los subespacios vectoriales de
R* siguientes:

Ue = L{(1,2,k1),(k+1,4,2,2),(2,2,2—k,1)}),

— | y—2=0
V = {(m,y,z,t)ER ' 20

1. Obtener una base y la dimension de Uy, para todo k € R.

Para hallar el niimero de vectores linealmente independientes del sistema gene-
rador y, por tanto la dimension y la base del subespacio vectorial, calculamos
el rango de la siguiente matriz:

k+1 2

+

4 2
rg(A) = rg s o n
2

1

— SN

Para facilitar los calculos, realizamos la transformacion elemental F; = 2F, —
F5, que no cambia el rango.

k+1 2

+

4 2
rg(A) =rg 9 9_k
0

0

[ VR
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Para estudiar el rango, vemos el valor del determinante:

1 k+1 2 1 E+1 2
2 4 2 =21 2 1 =
k2 2-k k2 2-k

=222—-k)+k(k+1)+4—-4k—-2—(k+1)(2—-k)] =
=24 —2k+ Ktk +4—4dk—2-2k+ Kk —2+k =

k=2
= 2[2k* — 6k + 4] = 4[k* — 3k +2] = 0 — %
k=1

Realizamos por tanto la siguiente distincion de casos:

= Para k =1,2:
Tenemos que rg(A) = 2, por lo que hay dos vectores linealmente inde-
pendientes. Veamos cudles son:

E+1 2
4 2

‘:2(k+1)—8:2[k+1—4]:2[k—3]:O<:>k:3

Por tanto, tenemos que:

Ue.=L{(k+1,4,2,2),(2,2,2 -k, 1)})

» Para k #1,2:
Tenemos que rg(A) = 3, por lo que los tres vectores son linealmente
independientes.

U, =L({(1,2,k, 1), (k+1,4,2,2),(2,2,2 -k, 1)})
dimR(Uk) =3

2. Calcular una base de U, +V y de U,NV. ;Existe k € R tal que R* = U, ®V?

y—x=20

V:{@%AQER4t_xzo}:ﬁqmﬂﬂﬂ%@LLDD

Tenemos que:

Up +V =L£({(0,0,1,0),(1,1,1,1), (1,2, k, 1), (k + 1,4,2,2),(2,2,2 — k, 1)})

Veamos cuantos vectores son linealmente independientes:

o1 o | |11

=12 2|=2+242-4-2-1=-1+£0
11 k 2—k .
011 1
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Por tanto, tenemos que esos 4 vectores son linealmente independientes.

Up+V = L£({(0,0,1,0),(1,1,1,1),(1,2,k,1),(2,2,2 — k,1)}) = R* Vk e R
Ahora procedemos a calcular U, NV

Realizamos por tanto la siguiente distincion de casos:
= Para k =1,2:
dimR(Uk) =2= dimR(Uk N V) =0=U,NV = {O}

» Para k #1,2:

Calculo unas ecuaciones implicitas de Uy:

1 k+1 2 T
2 4 2 y|_,_
k 2 2—k =z |
1 2 1 t
2 4 2 1 k+1 2 1 kE+1 2 1 k+1

=—x|k 2 2-k|+y| k 2 2—k |—22 4 2 |+t| 2 4

1 2 1 1 2 1 1 2 1 k2 2-k

Calculo en primer lugar los determinantes:

2 4 2
k2 2-k|=0 (F1 = 2F3)
12 1
1 k+1 2 1 k+1 2
k2 2—-k|=—-|1 2 1 | =-2[k*-3k+2]  (Ya calculado)
12 1 ko2 2—k
1 k+1 2
1 2 1
1 k+1 2 1 k+1 2
2 4 2 | =2k 2 2—Fk|=4[k*-3k+2]
ko2 2—k 12 1

Por tanto, tenemos que la ecuacion implicita es:

0= —0x — 2y[k? — 3k +2] — 0z +4t[k* — 3k + 2] = 2(k* — 3k +2)(—y +2t)

8
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Como k # 1,2 = k? — 3k + 2 # 0. Por tanto, las ecuaciones implicitas
son:
Ug={(z,y,2,t) eR*| —y+2t=0 }

Por tanto, el subespacio interseccion es:

r=y
UpNV =1 (9,2t eRY w=t 5> =L({0,0,1,0)})
y =2t

Para ver si existe k € R tal que R* = U, @V, necesitamos que su interseccién
sea nula. Por lo visto anteriormente, tenemos que:

UiV =R'«—= k=12

3. Para k = 1, encontrar una aplicacién lineal f : R* — R?* tal que Ker(f) =
Uy, Im(f)= Vy fof=f. Calcular M(f, B,), donde B, representa la base

usual de R*.
Tenemos que:

V =Im(f)=L({(0,0,1,0),(1,1,1,1)})
Uy = Ker(f) = £({(2,4,2,2),(2,2,1,1)}) = £({(1,2,1,1), (2,2, 1, 1)})

Notamos la base usual B, como B, = {ej, €3, €3, €4}.

(1,2,1,1) € Ker

(f 1727171):f(61)+2f(62>+f<€3)+f(64) =0
(2,2,1,1) € Ker(f

(f

(

) = f(
) = f(2,2,1,1) =2f(e1) + 2f(e2) + f(es) + f(ea) = 0
(0,0,1,0) € Im(f) = f(
(1,1,1,1) e Im(f) = f(

63) = €3
e1) + flez) + fles) + fles) = (1,1,1,1)

Por tanto, las ecuaciones son:

flen) +2f(e2) + f(es) + fles) =0 fler) =0
2f(e1) +2f(e2) + fles) + f(ea) =0 ) fle) = (=1L ~1,~-1,~1)
fles) = e3 fles) = e3
f(el) + f(62) + f(€3) + f(64) = (17 L1, 1) f<€4) = (27 2, 1?2)
Por tanto, tenemos que:
0 -1 0 2
0 -1 0 2
A=M{ B)=1 ¢ 1 1 1
0 -1 0 2

Como tenemos que A? = A, efectivamente se cumple que fo f = f.
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4. Para la aplicacién f calculada en el apartado anterior, hallar Im(f*) y ker(f*).

Sea la aplicacién f*: (R?)* — (R*)*, y definimos la base dual de la usual como:
(Bu)" = {1, 2, ¥3, pa} oi(ay, ag, as,a4) =a;  Vi=1,...,4

Por la propiedades de la aplicacion lineal traspuesta, tenemos que:

0O 0 O 0

- . o -1 -1 -1 -1
A_M(f)(Bu>)_ 0 O 1 0
2 2 1 2

Por tanto, tenemos que:

Im(f*) =L ({(0,-1,0,2)(5,), (0,—1,1,1)5,-})

0 0 0 0 a
Ker(f') = { (a1, a2, a3, as)(s,)- € (RY) 0 0 1 0 az —0
2 2 1 2 aq

= {(al,ag,ag, a4)(5u)* c (R4)* | ar +as +as+aqg = 0(13 =0 } =
L ({(17 -1, 07 0)(Bu)*7 (17 07 O’ _1>(Bu)*})
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